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CSėSZELVÉNYĥ RÁCSOS TARTÓ TÉRFOGAT- ÉS 
KÖLTSÉG MINIMÁLÁSA ELMOZDULÁS-KORLÁT 
ESETÉN 
 




Dr. Farkas József*, Dr. Jármai Károly** 
 
ABSTRACT 
   The minimum volume and cost of a simply supported 
planar truss with N-type bracing is optimized. The 
lower chord of the truss is horizontal, but the symmetric 
upper chord parts are non-parallel and their inclination 
angle as well as the cross-sectional area of CHS 
(circular hollow section) rods are optimized. For the 
calculation of required cross-sectional area of 
compression struts closed formulae are used as a good 
approximation of Eurocode 3 buckling curve. A special 
method is developed for the minimum volume design 
considering the deflection constraint. In the case of a 
strong displacement constraint the cross-sectional areas 
required for the allowed deflection are larger than those 
required for stress and buckling constraints. The cost 
function includes the cost of material, cutting and 
grinding of CHS strut ends, assembly, welding and 
painting. Special mathematical methods are used to find 
the optima in the case of a numerical problem. 
 
1. BEVEZETÉS 
   Rácsos tartókat alkalmazunk számos teherhordó 
szerkezetnél, mint például tetĘknél, hidaknál, tengeri 
fúrótornyoknál, tornyoknál, stb. A jelen tanulmány célja 
az, hogy megmutassa az optimális méretezés menetét 
erĘs elmozdulási feltétel esetén. Feszültség-korlátozási 
feltételek esetén a húzott rudak folyáshatárra, nyomott 
rudak pedig kihajlásra méretezendĘk. Abban az esetben, 
ha szigorú az elmozdulási feltétel, akkor a szükséges 
keresztmetszet-terület nagyobb, mint ami szükséges 
feszültség-korlátozási feltétel esetén. 
   Az optimális tervezési folyamat során a rácsos 
tartóelemek keresztmetszet-területeit, valamint a rácsos 
tartó geometriai jellemzĘit tekintjük változónak, melyek 
minimálisra csökkentik a célfüggvény értékét és 
megfelelnek a tervezési és gyártási feltételeknek. 
Célfüggvény a szerkezet térfogata (súlya), vagy 
költsége lehet, a méretezési feltételek pedig a 
feszültségi, az elmozdulási, valamint a gyártást 
könnyebbé tevĘ feltételek (hegesztés). Arra az esetre, ha 
aktív az elmozdulás feltétel, egy speciális számítás 
került kifejlesztésre a szükséges keresztmetszet-
területek és a rácsos tartó geometriája meghatározására.  
* professzor emeritusz, DSc, Miskolci Egyetem, GEIK, ALT 
** egyetemi tanár, DSc. Miskolci Egyetem, GEIK, ALT 
   Esetünkben a felsĘ öv szöge (ismeretlenek h9 és h13 1. 
ábra) optimált. Egy másik probléma a rudak 
csoportosítása azonos keresztmetszet-terület szerint. A 
rudak tervezése különbözĘ keresztmetszet-területre a 
gyártásnál nehézségeket okoz, de a teljesen azonos 
keresztmetszet-terület gazdaságtalan lenne. Így a 
gazdaságosság attól függ, hány rúd-csoportot 
választunk. A mi esetünkben négy csoport használata 
tĦnik jónak. 
   A szerkezet térfogatának, vagy költségének 
minimálásához a rudak keresztmetszet-területeinek 
minimálására van szükség. A keresztmetszet-területet 
nyomott rúdnál nem lehet közvetlenül kiszámítani az 
Eurocode 3 kihajlási képleteibĘl. Ezért a Japán 
Útfelügyelet közelítĘ elĘírását használjuk. A feszültségi 
és a kihajlási feltételek számításánál biztonsági 
tényezĘvel megnövelt erĘkkel számolunk, míg a 
lehajlás számításánál az erĘ biztonsági tényezĘ nélküli. 
Azért, hogy összehasonlítható optimumokat kapjunk, a 
szükséges keresztmetszet-területet nem kerekítjük a 
járatos szelvényre és a leggazdaságosabb į = D/t = 50 
karcsúsági (átmérĘ/vastagság) arányt használjuk a CHS 
körcsĘ-szelvényeknél. 
   Korlátozást kell figyelembe venni a CHS rúdelemek 
közötti szögre (minimum 300), mint gyártási feltételt. 
Egy másik gyártási feltétel, hogy az övrudak átmérĘje 
legyen nagyobb, mint az oszlop- és rácsrudak átmérĘje. 
Az önsúly hatását ez az összehasonlító tanulmány 
elhanyagolja. 
 
2. A SZAKTERÜLET IRODALOMKUTATÁSA  
Annak érdekében, hogy bemutassuk a szakirodalomban 
a rácsos tartók optimális méretezését, néhány cikket az 
1. táblázat foglal össze. 
Megjegyzések: (1) A rácsos tartók nyomott elemeit 
kihajlásra kell méretezni. Az Euler-formula használata 
nem ad biztonságos tervezést, mivel nem veszi 
figyelembe a kezdeti alakpontatlanságot és a maradó 
feszültség hatását. Ezért a kihajlási képletként vagy az 
Eurocode 3 vagy más korszerĦ tervezési elĘírás 
képleteit kell alkalmazni. (2) A vizsgált keresztmetszet 
típusát meg kell adni, mivel igazoltuk [11], hogy a 
keresztmetszeti alak az optimumot jelentĘsen 
befolyásolja.  
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1. táblázat. Irodalmi áttekintés rácsos tartók optimálásáról. Rövidítések: AISC American Institute of Steel 
Construction, CHS körcsĘ-szelvény, AASHTO American Assoc. of State and Highway Transportation Officials, 
EC3 Eurocode 3 [1], W – Amerikai hengerelt I-szelvény, PSO particle swarm optimizer, ACO ant colony strategy, 
HS harmony search, MINLP mixed-integer nonlinear programming, alum – aluminium  
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3. MINIMÁLIS TÉRFOGATÚ RÁCSOS TARTÓ 
OPTIMÁLIS MÉRETEZÉSE NEM 
PÁRHUZAMOS ÖVEKKEL 
 
   Viszonylag egyszerĦ képletekkel határozható meg a 
rácsos tartó minimális térfogata, mely kielégíti az 




























1. ábra. Kéttámaszú nem párhuzamos övĦ rácsos tartó 
 
A rácsos tartó rúdjai n azonos keresztmetszet-területĦ 
(Ai) csoportra vannak osztva, így 
AA ii P , i = 1…n,    (1) 






iii d ¦ P ,     (2) 
ahol E a rugalmassági modulus, Si a rúderĘ, si a rúderĘ 
az egységnyi, a rácsos tartó közepén ható külsĘ erĘ 
esetén, Li a rúd hossza, wo a megengedett lehajlás. 
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iiii    ¦¦ ¦ PP     (4) 
ahol Ȟi paraméterek 





LsSvLv PP 21    ,  .     (5) 
A minimális térfogatra való tervezésnél a rácsos tartó 
geometriáját keressük, amely 
211 vvV  .      (6) 
   Abban az esetben, ha az 1. ábrán látható rácsos tartó 
fesztávja állandó, akkor a nem párhuzamos felsĘ övet a 
változó magasságok, h9 és h13 határozzák meg. A rácsos 
tartóra függĘleges statikus F erĘk hatnak a felsĘ 
csomópontokban. Az elmozdulás az alsó övrúd közepén 
lévĘ csomópontra van elĘírva. Feltételezzük, hogy a 
rácsos tartó csomópontjai meg vannak fogva a 
keresztirányú alakváltozás szempontjából. Az optimált 
változók a magasság h9 és h13, valamint a rudak 
keresztmetszet-területei (A és ȝi). 
   A számítások azt mutatják, hogy ha szigorú az 
elmozdulás-korlátozás, akkor a szükséges rúd 
keresztmetszet-területek olyan nagyok, hogy a húzásnál 
a feszültségi, a nyomásnál pedig a kihajlási feltételek 
teljesülnek. Ennek ellenére ezeket a méretezési 
feltételeket ellenĘrizni kell. 
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   A csĘszerkezet hegesztett csomópontjainak 
gyárthatósága érdekében az övrúd és a rácsrúd közötti 
minimális szöget 300-ra vesszük (1. ábra) 
09
1 30tantan t a
hD      (7) 
ahol a az osztástávolság, ahonnan 




SD  d .     (9) 
A mi esetünkben ezek a korlátok mindig aktívak. 
   A rúderĘk és hosszúságuk (Si, si, Li) a h9 
függvényében vannak kifejezve és a dĘlésszög a felsĘ 
övhöz képest Į. 
















2. táblázat Az alsó övrudak jellemzĘi 
i Si si Li 
1 0 0 A 
2 3.5Fa/h10 0.5a/h10 A 
3 6Fa/h11 a/h11 A 
4 7.5Fa/h12 1.5a/h12 A 
 
3. táblázat A felsĘ övrudak jellemzĘi 




































4. táblázat Az oszloprudak jellemzĘi 
i Si si Li 
9 4F 0.5 h9 
10 -3.5F+S5sinĮ -0.5+s5sinĮ h10=h9+atanĮ 
11 -2.5F+S6sinĮ -0.5+s6sinĮ h11=h9+2atanĮ 
12 -1.5F+S7sinĮ -0.5+s7sinĮ h12=h9+3atanĮ 
13 -F+2S8sinĮ 2s8sinĮ h13 
 
5. táblázat A rácsrudak jellemzĘi 
i Si si Li 
14 S5L14cosĮ/a s5L14cosĮ/a 229 ah   
15   10156 /sin5.2 hLSF D    10156 /sin5.0 hLs D  2210 ah   
16   11167 /sin5.1 hLSF D    11167 /sin5.0 hLs D  2211 ah   
17   12178 /sin5.0 hLSF D    12178 /sin5.0 hLs D  2212 ah   
   A rudak négy csoportba oszthatók, melyek azonos 
keresztmetszetĦek: alsó öv (1,2,3,4), felsĘ öv (5,6,7,8), 
oszlop-rudak (9,10,11,12,13) és rácsrudak 
(14,15,16,17). 
   A gyártás könnyítése érdekében az alsó és felsĘ 
övrudak azonos keresztmetszetĦek (ȝ1 = ȝ2 = 1) és a 
keresett értékek ȝ3 (szorzó az oszlopokra) és ȝ4 (szorzó 
a rácsrudakra), amelyek kisebbek mint ȝ1. 















            
(11) 
¦¦¦¦























,                  (12) 
Az optimális értékek h9, h13, ȝ3 and ȝ4  
144133
2




opt PP                 (13) 
   A minimális szerkezeti térfogat 
Vmin = v1A1.                (14) 
   KörcsĘ szelvényre (CHS D átmérĘjĦ és t vastagságú) 
tDDDtA /,/2    GGSS                (15) 
ahonnan 
GS
G DtAD      , .                (16) 
   A tervezésnél a į maximális értékét kell használni, de 
legfeljebb 50 lehet [12]. A rendelkezésre álló CHS 
profilok esetén [13] į 10-50 között változik. Annak 
érdekében, hogy reális optimumot kapjunk, į = 50 
értéket alkalmazunk. 
 
4. A NYOMOTT RUDAK ELLENėRZÉSE 
KIHAJLÁSRA  
 
A kihajlás ellenĘrzésére a Japán Road Association 
(JRA) [14] közelítĘ képleteit alkalmazzuk az Eurocode3 
(b) görbéje helyett. Ebben az esetben zárt képlettel 
határozhatók meg a szükséges keresztmetszeti méretek. 
yfAN Fd/ ,               (17) 
1 F   ha    2.00 ddO ,                          (18a) 





   ha     1tO ,            (18c) 
ahol fy a folyáshatár, N a nyomóerĘ, Ȥ a kihajlási  
tényezĘ. Bevezetve a következĘ paramétert 
LD /100 -                  (19) 
és használva a -O /c  összefüggést, a zárt képlet a 




ª  293475.141124572.0 cc
Q-              (20a) 













c             (20b) 
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S
GQO   ,                (21) 
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ahol  į = D/t = 50  
100
LD - .                  (22) 
   Abban az esetben, ha nagyon hosszú merevítĘ rudak 
vannak kis nyomóerĘvel, akkor a rúd karcsúságának 
korlátozása meghatározó. A karcsúság korlátozása 
max/ OO d rLKR ,                (23) 
A szükséges inercia-sugár  
max/OLKr Rt .                 (24) 
A BS 5400 [15] szabvány szerint .180max  O  
KR a rudak kihajlási fél-hullámhossza, KR = 0.9 
oszlopok és KR = 0,75 rácsrudak esetén [16]. 





DA t                  (25) 
ahol Ai az optimális keresztmetszet-terület az 
elmozdulási feltétel esetén és Di a szükséges átmérĘ a 
kihajlási feltétel esetén. 
 
5. A KÖLTSÉGFÜGGVÉNY 
 
   A költségfüggvény tartalmazza az anyagköltséget, a 
vágási és köszörülési költséget a CHS rudak végén, az 
összeszerelési, hegesztési és festési költséget. 
   Az anyagköltség a következĘ módon számítható: 
2VkK MM U ,                  (26) 
ahol az átlagos fajlagos anyagköltség kM = 1,0 $/kg 
értékĦ, ȡ = 7.85x10-6 kg/mm3 acélsĦrĦség. V2 a 
tényleges szerkezeti térfogat (lásd (35) képlet). 
   A vágási és köszörülési költségeket a CHS rúdelem 






DkK CGFCG                 (27) 
ahol kF = 1,0 $/perc a specifikus gyártási költség, 
3 CG4 tényezĘ, ami a munka összetettségét fejezi ki, 
350 mm/perc a vágási sebesség, 0,3 a hatékonyság 
tényezĘ, D átmérĘjĦ és t vastagságú szelvényeknél mm-
ben, Į a dĘlésszög a rácsrúd és az övrúd között. 
   A mi esetünkben az oszlop-rudaknál 







 DS4 .               (28) 









DK i iCGCG  
¦
 DS4  ,              (29) 
ahol 
ahahahah /tan   ,/tan   ,/tan   ,/tan 124.11310291     DDDD
                  (30) 









DK i iCGCG  
¦
 ES4 ,               (31) 
ahol ii DDE  090 ,   i=1,2,3,4.                (32) 
   Az általános képlet a hegesztési költségek 








wiwiww LCaCVCkK 3.11 NU4                (33) 
ahol kw [$/min] a hegesztési költségtényezĘ, C1 a 
szerelési tényezĘ, általában C1 = 1 min/kg0.5, Ĭ az 
összeszerelés bonyolultsági tényezĘje. Az elsĘ tag adja 
meg az összeszerelés idejét, ț az összeszerelendĘ 
szerkezeti részek száma, ȡV az összeszerelt szerkezet 
tömege. A második tag a hegesztési idĘ, Cw és n 
állandók jellemzik az adott hegesztési technológiát és a 
hegesztett kötés típusát. 
   Cpi a hegesztési helyzet tényezĘje (vízszintes 1, 
függĘleges 2, fejfeletti 3), Lw a varrat hossza, az 1,3-as 
szorzó figyelembe veszi a járulékos hegesztési idĘket 
(salakolás, sorjázás, elektróda csere, stb.) 
   Esetünkben kw = 1,0 $/perc, Ĭ = 3. Az összeszerelés 
és hegesztés költségei SMAW eljárás segítségével 
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W tDxxxK ES .              (37) 
A festési költség  
6108.28,   xkSkK PPPP  $/mm2.               (38) 













iP LDhDhDDLDaS SSSSS . (39) 
Az összköltség  




   Az alakváltozás számításához szükséges erĘ 
(biztonsági tényezĘ nélkül) F = 120000 N, a feszültség 
és a kihajlás számításához F0 = 1.5F = 180000 N 
(biztonsági tényezĘ 1.5). Az acél folyáshatára fy = 355 
MPa, rugalmassági modulusz E = 2.1x105 MPa, fesztáv 
L = 24 m, megengedett lehajlás a tartó közepén w0 = 32 
mm = L/750. 
 
7. AZ OPTIMÁLÁS FOLYAMATA 
 
   Keressük h9, h13, ȝ3 és ȝ4 optimális értékeit Vmin vagy 
Kmin-hez, amelyek teljesítik a következĘ feltételeket: 
lehajlási, minimális szög Į1 (8 képlet), maximális szög 
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Į4 (9 képlet), valamint a feszültségi és a kihajlási 
feltételeket. 
A változók mérettartománya a következĘ: 1732 < h9 < 
5000 mm,  4000 < h13 < 8000 mm és  h9 < h13, 0.5 < ȝ3 
< 1,  0.5 < ȝ4 < 1. 
Minimális térfogatra való méretezés esetén a (13) és 
(14) képletek adják meg az eredményt és (25) képletnek 
teljesülnie kell. Minimális költségre tervezés esetén a 
(40) képletet kell minimálnunk, melyhez szükségesek a 
(11), (12), (13), (16) és a (35) képletek. 
 
8. AZ OPTIMÁLÁS EREDMÉNYEI 
 
   A gyártási feltételek (7 és 8 képlet) meghatározzák a 
két ismeretlen h9 és h13 optimális értékét a következĘ 
módon: egy adott h9 értéke esetén ha h13 értéke kisebb, 
mint h13opt az nagyobb v1v2 értékeket ad, ha nagyobb, 
akkor nem teljesíti a gyártási feltételt (8 képlet). A 6. 
táblázat mutatja a maximális h13 értékét a h9 
függvényében. 
 
6. táblázat. A maximális h13 értékei a h9 függvényében. 
Értékek mm-ben 
h9 1750 1850 1950 2000 2100 2200 2300 
h13opt 6340 6310 6280 6260 6220 6190 6160 
 
   Ezenkívül a számítások azt mutatják, hogy a legjobb 
érték ȝ3 –ra és ȝ4 –re a 0,6, mivel a 0,5 érték olyan 
keresztmetszeteket ad, amelyek nem teljesítik a kihajlási 
feltételt. Így a fennmaradó ismeretlen h9 optimálható a 
Mathcad program segítségével. A 7. táblázat a térfogat 
és a költség értékeit adja meg a h9 függvényében. Az 
optimális h9 minimálja v1v2-t (teljesíti a lehajlás 
korlátozást), valamint a V és K értékét. 
 
7. táblázat. Térfogat és költség h9 függvényében. h mm-
ben. Az optimum félkövér betĦkkel van jelölve. 
h9 h13 v1v2x10-15 Vx10-8 mm3 K $ 
1750 6390 2.331 3.469 7854 
1850 6310 2.324 3.459 7830 
1950 6280 2.321 3.454 7825 
2000 6260 2.322 3.456 7829 
2100 6220 2.327 3.463 7843 
 
   A 7. táblázat azt mutatja, hogy a következĘ optimum 
adódik:  ȝ3 = ȝ4 = 0,6, h9opt = 1950 h13opt = 6280, v1v2min 
= 2.321x1015, Vmin = 3.454x108 mm3, Kmin = 7825 $, A1 
= A2 = 3708, A3 = A4 = 2225 mm2. A 7. táblázat azt 
mutatja, hogy az érzékenysége V-nek és K-nak kicsi. 
   A következĘ keresztmetszeti területek szükségesek a 
feszültségi és a kihajlási feltételek miatt: A1 = A2 = 
2195, A3 = 2084, A4 = 2094 mm2. Ha az elmozdulási 
feltétel szigorú, akkor a keresztmetszeti területek 
nagyobbak, mint ami szükséges feszültségi és kihajlási 
feltétel esetén. 
   Ezen túlmenĘen a számítást elvégeztük ȝ3 = 0,7 és ȝ4 
= 0,5 értékekre is. 
   Eredmények: h9 = 1950 mm: A1 = A2 = 3728, A3 = 
2610, A4 = 1864 mm2. V = 3.462x108 mm3, K = 7818 $. 
Mivel A4 = 2094 mm2 szükséges a kihajlás miatt, ȝ4 
értéke ȝ4 = 0,5 túl kicsi és ȝ4 = 0,6-ot kell használni. 
 
8. táblázat. Számítási eredmények ȝ3 = 0,7 és ȝ4 = 0,5 
esetén. Az optimális méretek félkövér betĦkkel jelöltek. 
h9 h13 v1v2x10-15 
1850 6310 2.329 
1950 6280 2.326 
2000 6260 2.328 
 
   Összehasonlításképpen az optimális méretek  
párhuzamos övek esetén: h9opt = h13opt = 5000 mm, Vmin 
= 5.852x108 mm3. Kmin = 11350 $. Látható, hogy a 
rácsos tartó nem párhuzamos övekkel sokkal 
gazdaságosabb, mint párhuzamos övekkel. 
 
9. A RÁCSOS TARTÓ CSOMÓPONTJÁNAK 
ELLENėRZÉSE 
 
   Az optimálás után az optimális keresztmetszeteket 
módosítani kell a gyártott profilok (EN 10291-2 [20]) 
szerint és a csomópontok szilárdságát ellenĘrizni kell az 
új IIW elĘírások  [21] szerint. Ennek illusztrálására a 
rácsos tartó optimált csomópontja a 2. ábrán látható. 
   A kapcsolat rúderĘi a következĘk: S3 = 787,4 kN 
(húzás), S12 = 11,1 kN (húzás), S15 = 233,4 kN (húzás), 
melyek meghatározók a rácsrudakra, a 16 rúdra, 
amelynél S16 = 13820 N (nyomás). 
   A rendelkezésre álló CHS profilok az optimált 
szerkezetnél a következĘk: övrudak: ø 273.0x5 mm, 
oszlop-rudak és rácsrudak: ø 139.7x6 mm. 
2. ábrának megfelelĘen a csomópont átlapolt K-kötés, 
az excentricitása e = 0.25x273 = 68 mm, az átlapolás 











2. ábra Átlapolt rácsos tartó csomópontja 
 
(a) Az átlapolt rácsrúd ellenĘrzése feszültségre 




















Indexek: az átlapoló rácsrúd i, az átlapolt rúd j. 
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A mi esetünkben: 
5,6,7.139,273 00       tttddd jiji  
2.277,72,6.25 .    effbeovei Ldd . 
59005332.2776355*   xxN >233400 N, megfelel. 









N ,   Npl.0  N0,   Npl.0 = A fy, 
134225535537810.   xN pl > 787400 N, megfelel. 
(c) A rácsrúd ellenĘrzése nyírásra 

































6,7.139,6.25,510,2.21         jijiejeiui tt   dd   dd   f  Ov , 




   Az optimálási probléma a következĘ: megtalálni az 
optimális geometriát és a rudak keresztmetszeti 
területeit, amelyek minimálják a szerkezet térfogatát 
vagy költségét egy kéttámaszú rácsos csĘszerkezet, 
nem-párhuzamos övek és szigorú lehajlási feltétel 
esetén. 
   Speciális számítási módszer szolgál a probléma 
megoldására. Az elmozdulási feltétel mellett a rudak 
ellenĘrizve vannak feszültség és kihajlás szempontjából. 
Az eredmények azt mutatják, hogy abban az esetben, ha 
szigorú elmozdulás feltétel van, a keresztmetszeti 
területek nagyobbak, mint amik feszültség és kihajlás 
esetén szükségesek. 
   A gyártási (hegesztési) feltételek, melyek minimálják 
a rudak közötti szöget (300), szintén aktívak. A kihajlás 
számítását az Eurocode 3 képleteit közelítĘ Japán Road 
Association képleteivel végezzük, amely lehetĘvé teszi 
a szükséges keresztmetszeti terület explicit kifejezését. 
   Speciális képletek szükségesek a költségek 
kiszámításához. A célfüggvény tartalmazza az anyag, a 
vágás és köszörülés költségeit a csĘelemeknél (CHS), az 
összeszerelés, a hegesztés és a festés költségét. Az 
eredmények azt mutatják, hogy ebben az esetben a 
szerkezet térfogat és költség minimuma azonos. 
   EllenĘriztük a csomópont szilárdságát, ami mutatja, 
hogy az öv- és rácsrudaknál a rendelkezésre álló CHS 




A kutatás az OTKA 75689 program támogatásával készült. A 
kutatás a TÁMOP-4.2.1.B-10/2/KONV-2010-0001 jelĦ 
projekt részeként az Európai Unió támogatásával, az Európai 
Szociális Alap társfinanszírozásával valósult meg. 
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